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Аннотация. Благодаря наличию особых механических, электрических, магнитных и 
оптических свойств вещества с кристаллической структурой применяются в самых 
различных областях: медицина, транспорт, биоинженерия. Кристаллические вещества 
применяют для конструирования прочных корпусов и наноматериалов. Зачастую 
анализируется геометрическая модель кристаллической решётки, как наиболее простая 
для исследования. Наипростейшей моделью кристаллической решётки является 
элементарная ячейка Браве. Однако в связи с наличием проблемы неоднозначности 
выбора элементарной ячейки данная модель используется редко. В настоящей работе 
предлагается технология, ориентированная на устранение указанной проблемы за счет 
использования метрики, инвариантной к эквивалентности решёток. Проводится 
исследование на устойчивость на большой базе смоделированных решёток. 
1. Введение 
Реконструкция трёхмерных объектов – задача, представляющая большой интерес во многих 
областях науки [1-4]. Не менее важная задача связана с трёхмерной реконструкцией 
кристаллических решёток [5-8]. Ключевым результатом трёхмерной реконструкции 
кристаллической решётки являются параметры элементарной ячейки, которые являются 
основной характеристикой кристаллического вещества. Для оценивания параметров 
элементарной ячейки на настоящий момент применяют один из следующих методов: 
компаратор национального института [5], идентификация на основе плотности упаковки 
решётки [6], метод сравнения изоповерхностей [7]. Для повышения точности оценивания 
параметров было предложено решать задачу параметрической идентификации кристаллических 
решёток по восстановленным узлам трёхмерной структуры [9-16]. Основные ранее 
разработанные алгоритмы параметрической идентификации трёхмерных кристаллических 
решёток представлены в работах [9-14]. 
Среди основных моделей кристаллических решёток наипростейшей является решётка Браве. 
Элементарная ячейка Браве описывается тремя векторами трансляции, по которым 
формируется вся трехмерная кристаллическая структура [17]. Ключевой алгоритм, 
ориентированный на оценивание параметров элементарной ячейки Браве, вычисляет параметры 
ячейки на основе усреднения построенных элементарных ячеек на неграничных узлах 
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трехмерной структуры решётки [12]. Однако метод параметрической идентификации 
элементарных ячеек Браве обеспечивает недостаточную точность структурной идентификации 
в связи с проблемой неоднозначности выбора ячеек Браве. 
Проблема неоднозначности выбора элементарных ячеек Браве заключается в том, что 
элементарную ячейку можно выбрать множеством способов на заданной структуре узлов 
(Рисунок 1). Таким образом одна и та же структура может быть описана множеством 
различных параметров Браве, соответствующих разным кристаллическим решёткам. В 
кристаллографии принято накладывать условия на выбор элементарной ячейки, чтобы 
устранить неоднозначность её определения. Однако в связи со сложностью таких условий 
решение не может удовлетворять им. 
 
Рисунок 1. Проблема неоднозначности выбора элементарной ячейки Браве. 
 
В работах [9-11] предложен алгоритм оценивания параметров элементарной ячейки 
Вигнера-Зейтца. Ячейка Вигнера-Зейтца представляет собой более сложную модель, однако не 
обладает проблемой неоднозначности выбора элементарной ячейки. Точность структурной 
идентификации метода идентификации параметров ячеек Вигнера-Зейтца выше, чем у метода 
идентификации параметров ячеек Браве. 
Метод идентификации решёток инвариантный к эквивалентным решёткам, представленный 
в настоящей работе, позволяет достичь большей точности структурной идентификации [18-20]. 
2. Метод сравнения эквивалентных элементарных ячеек Браве 
Две разные ячейки могут образовывать одну и ту же структуру кристаллической решётки. 
Сравнение ячеек без учета структур приводит к отсутствию инвариантности к эквивалентности  
структур. Эквивалентность решёток может быть установлена при помощи правила 
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X X X X X X     . На основе критерия вложенности (1), доказанного в рамках 
работы [18], выводится метрика сравнения кристаллических решёток (2). 
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Метрика, описанная в виде (2), не инвариантна к вращениям решёток, определяемых 
векторами трансляции элементарной ячейки Браве. Если 2 кристаллические структуры имеют 
разные параметры вращения, то метрику следует вычислять через задачу оптимизации (3). 






 - аффинное преобразование;   - параметры вращения. 
3. Метод параметрической идентификации кристаллических решёток 
Точность параметрической идентификации может быть улучшена за счет оптимизации 
векторов трансляции [20]. По заданной структуре узлов может быть вычислена мера 
вложенности данной структуры в модель решётки Браве. При наличии векторов трансляции, 
определяющих модель решётки, для заданного узла в пространстве можно найти ближайший 
узел модели и вычислить расстояние между ними. Суммарное расстояние будет определять 
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Будем рассматривать функцию (4) как целевую функцию. Другими словами нужно найти 
такие вектора , ,a b c , при которых функция (4) будет минимальной. 
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Итерационный процесс будет задаваться формулой (7). 
 1k k n kP P E P    . (7) 
Алгоритм требует начальное приближение. Для этого достаточно воспользоваться базовым 
алгоритмом оценивания параметров ячейки Браве [20]. Однако векторы должны быть 
некомпланарными. Для этого в базовом алгоритме векторы следует перебирать до тех пор, пока 
все векторы не будут образовывать линейно-независимый базис. 
Алгоритм обладает высокой вычислительной сложностью, в связи с чем в работах [21] 
предложена параллельная версия. 
4. Исследование устойчивости метрики схожести Браве 
Предложенный метод сравнения элементарных ячеек Браве демонстрирует инвариантность к 
эквивалентным решеткам по сравнению с мерами схожести по углам и сторонам, а также с 
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мерой схожести в пространстве G6. На рисунке 3 демонстрируется зависимость значений 
предложенного метода сравнения от отклонений решётки, приводящих структуру в 
эквивалентную решетку. Другие меры с проблемой эквивалентности не справляются. 
 
Рисунок 3. Значение схожести структур, образуемых случайным смещением узлов, 
преобразующих одни типы структур в другие. 
 
Даже небольшое искажение может сильно повлиять на точность получаемого решения. 
Структура может быть искажена так, что решетка начинает соответствовать уже другому типу 
структуры. На рисунке 4 представлены результаты исследования устойчивости предложенного 
метода при анализе различных сингоний решётки. 
 
Рисунок 4. Устойчивость предложенного метода схожести элементарных ячеек Браве. 
 
Наиболее устойчивой структурой является кубическая решётка. Даже достаточно высокое 
искажение не приводит к большой погрешности решения. Триклинная решётка оказалась самой 
неустойчивой. Случайные изменения в структуре в триклинной решётке могут привести к 
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триклинной решётки. Структура может оказаться такой, что в процессе выполнения 
градиентного метода наискорейшего спуска векторы трансляции сойдутся в другом локальном 
минимуме, соответствующем другому типу решётки. Большой интерес представляет 
гегсагональная структура, так как она часто используется в производстве. Данная структура до 
0,3 обладает достаточно большой устойчивостью по сравнению с остальными типами решёток.  
5. Заключение 
По сравнению с существующими мерами схожести элементарных ячеек предложенный метод 
схожести ячеек Браве позволяет устранить проблему неоднозначности выбора ячейки Браве. 
Алгоритм параметрической идентификации, основанный на градиентном методе 
наискорейшего спуска, позволяет существенно улучшить результаты структурной 
идентификации. 
Предложенный метод структурной идентификации устойчиво работает на кубической 
решётке. Даже при достаточно сильных искажениях метод достаточно точно идентифицирует 
кубическую сингонию. Наименее устойчивой оказалась триклинная сингония. Слабая 
устойчивость данного типа решётки объясняется сложностью модели. Гексагональная 
сингония, представляющая большой интерес, обладает хорошей устойчивостью по сравнению с 
триклинной, моноклинной и тригональной сингониями. 
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Abstract. Crystal lattices are applied in many fields: medicine, transport, bioengineering. 
Crystalline substances are used to design durable housings and nanomaterials. Often, the 
geometric model of the crystal lattice is analyzed, as the simplest for research. The simplest 
model of the crystal lattice is the Bravais lattice. However, due to the presence of the 
ambiguity problem of Bravais unit cell choice, this model is rarely used. In this paper, we 
propose a technology that will allow eliminating this problem by using a metric that is 
invariant to the equivalence of lattices. A stability study is being conducted on a large base of 
simulated gratings. 
